
เมตริกซ (matrix) 
 

นิยาม  เมตริกซ (matrix)  คือกลุมของจํานวนกลุมหนึ่งท่ีจัดเรียงกันในรูป สี่เหล่ียมผืนผา และ ปดลอม
ดวยวงเล็บ ซึ่งเราเรียกจํานวนแตละจํานวนสมาชิก (Element หรือ Entry หรือ Component) ของเมตริกซ 
ตัวอยาง ของเมตริกซ เชน 
  
       1 3 1 
 2 3 7  2  2           -1 

3
2  

 1  -1 2  1  7  18 6 
 
 
 สมาชิกของเมตริกซจะเปนจํานวนใดก็ได เชนจํานวนจริง จํานวนเชิงซอน บางครั้งอาจจะเปน
เมตริกซ หรือถาในระดับสูงสมาชิกของเมตริกซอาจเปนสมาชิดของระบบทางพีชคณิตใดๆ ก็ได แต
โดยทั่วไปเราจะหมายถึงจํานวนจริงเทานั้น นอกจากจะระบุเปนอยางอื่น การเขียนสัญลักษณแสดง
เมตริกซจะใช วงเล็บ [ ] หรือ ( ) แตในที่น้ีจะใชวงเล็บ [ ]  
 ถาเมตริกซมี m แถวละ  n  หลัก  จะเรียกเมตริกซนั้นวา m x n เมตริกซ (m by n matrix) และ
กลาววาเมตริกซน้ันมีมิติ (dimension หรือ order) เทากับ m x n เชน 
  
  3  4 2 -1  เปน 3x4 เพราะประกอบดวย 3 แถว และ 
  1 -1 0  2  4 หลัก และกลาวไดวาเมตริกซน้ีมีมิติเทากับ  

-1  3 2  0  3x4   
 
  
 1 4 -5   เปน  2x3 เมตริกซและมีมิติเทากับ 2x3 
  2 3 4 
 
 
 0     เปน  2x1 เมตริกซและมีมิติเทากับ 2x1 
 1 



 2

 
นิยาม จะเรียกเมตริกซที่มีแถวเดียววาเมตริกซแถว (row matrix) และเมตริกซที่มีหลักเดียววา เมตริกซ
หลัก (column matrix)  เชน 
 
 [0  1 -2 ]    เปนเมตริกซแถว 
และ 
 1 
 -2    เปนเมตริกซหลัก   
 3 
 0 
 
 โดยทั่วไปจะใชอักษรภาษาอังกฤษตัวใหญ คือ  A , B , C , …… แทนเมตริกซ และอักษร
ภาษาอังกฤษตัวเล็ก  a , b , c , …… ตามดวยตัวเลขตอทายหน่ึงตัว หรือ สองตัว โดยเขียนใหต่ํากวา
ตัวอักษรเล็กนอยแทนสมาชิกของเมตริกซ เชน A เปน 3x3  เมตริกซ จะเขียนแทนดวย 
 
 
     a1 a2 a3  
 
  A  =    b1 b2 b3  
      
     c1 c2 c3 
 
หรือ 
     a1 b1 c1  
 
  A  =   a2 b2 c2 
 
     a3 b3 c3 
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ในกรณีที่ A เปน mxn เมตริกซใดๆ จะเขียนแทนดังนี้ 
 
    a11 a12 …. a1n  
   
    a21 a22 …. a2n 
 A   =    . .  . 
    . .  . 
    am1 am2 …. amn  
     
หรือจะเขียนยอๆ วา  A = [aij]      เม่ือ i  =  1 , 2 , … , m 
     และ j  =  1 , 2 , … , m  
 

นิยาม ถา  A  เปนเมตริกซที่มีจํานวนแถวเทากับจํานวนหลักจะเรียก A วาเปนเมตริกซจัตุรัส (square 
matrix) เชน 

 
A  =   2 1        เปนเมตริกซที่มีมิติเทากับ 2x2 หรืออาจจะกลาววา 

   -3 4        A มีมิติเทากับ 2 (square matrix of order 2)  
 

 แนวทแยงหลัก (main diagonal) ของเมตริกซจัตุรัส A = [a i j ] mxn   ประกอบดวย สมาชิก aii 

สําหรับ i ทุกตัว (i = 1 , 2 , …. , n) เชน 
   2 0 4 
 A  =   -2 

3
1  5 

   3 8 9 
  

แนวทแยงหลักของเมตริกซ A ประกอบดวย 2 , -
3
1  และ 9 

 
นิยาม  ถาสมาชิกในแนวทแยงหลักทุกตัวของเมตริกซซึ่งมีมิติเทากับ n x n  ตางก็เทากับ 1 และสมาชิก
ตัวอ่ืนๆ เปน 0 หมด จะเรียกเมตริกซจัตุรัสนั้นวา เมตริกซเอกลักษณ (identity matrix) ซึ่งจะเขียนแทน
ดวย In เชน 
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      1 0 0 
I2 =  1 0  I3 =   0 1 0 

0 1    0 0 1 
 

นิยาม  จะเรียกเมตริกซท่ีมีสมาชิกทุกตัวเปน  0  วา เมตริกซศูนย (zero matrix หรือ null matrix) สําหรับ
เมตริกซศูนยที่มีมิติเทากับ m x n  จะเขียนแทนดวย  θmxn  หรือ θ เชน 

θ  =   0 0   เปนเมตริกซที่มิติเทากับ 2x2 
0 0 

 
θ  =   0 0 0 0 เปนเมตริกซที่มิติเทากับ 2x4 
 0 0 0 0 
 

นิยาม  เมตริกซสองเมตริกซจะเทากัน ก็ตอเมื่อ เมตริกซทั้งสองมีมิติเทากัน และสมาชิกในตําแหนง
เดียวกันเทากัน 

อาจใหนิยามการเทากันของเมตริกซในรูปสัญลักษณไดดังนี้คือ ถา A = [a i j ] เปน mxnเมตริกซ 
และ B = [b i j ] เปน pxq  เมตริกซ จะกลาววาเมตริกซ  A และ B เทากัน ซึ่งเขียนแทนดวย A = B ก็ตอ
เม่ือ  m = p , n = q และ a i j = b i j  สําหรับทุกๆ i  = 1 , 2 …. , m และ  j = 1 ,  2 , … , n  
ตัวอยาง 

(1) กําหนดให  
A  =   3 4  2 และ B =  3 2 2 

2
6  1 0   3 1 0 

  
จะไดวา  A = B 
 (2) กําหนดให A  =  2 1  และ B  = 2 3 
    3 0    1 0 
  จะไดวา  A ≠ B  

 
(3) กําหนดให  E  = x 3  และ F  = 2 3 
   4 1    4 1  
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  จะไดวา  E = F  ก็ตอเมื่อ  x  = 2 

 
(4) กําหนดให C  =  2 4 0 และ D  = 2 4 
   1 2 0   1 3 
 

  จะไดวา  C ≠ D  
 
 จากนิยามการเทากันของเมตริกซจะเห็นวา คุณสมบัติตอไปนี้เปนจริง 
 ให A,B และ C เปน m x n เมตริกซใดๆ 

(1) A =  B หรือ A ≠ B 
(2) A = A      (คุณสมบัติสะทอน)  
(3) ถา A = B จะไดวา B = A    (คุณสมบัติสมมาตร) 
(4) ถา A = B และ  B = C จะไดวา A = C    (คุณสมบัติถายทอด) 

 
นิยาม   ถา A เปนเมตริกซใดๆ เมตริกซใหมที่จะไดจากเมตริกซ A โดยการเปลี่ยนแถวของเมตริกซ A 
ใหเปนหลักและเปลี่ยนหลักใหเปนแถวจะเรียกวาทรานสโพส (transpose) ของเมตริกซ  A ซึ่งเขียน
แทนดวย At  (บางทีอาจเขียน A’ หรือ AT) อานวา เอ ทรานสโพส 

นั่นคือ  ถา  A = [a i j ] mxn  จะได At = [a  ji ] mxn  จะพบวา ถา A เปน mxn เมตริกซ At ก็จะเปน 
nxm เมตริกซ 
เชน 

   2 3   2 0 1 
     ถา A  =   0 4 จะได At  = 3  4  5 

1 1 5   
 

       1 
และถา B =  [1  2 -4] จะได Bt  =  2  
       -4 
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นิยาม   ให  A = [a i j ] mxn และ B = [b i j ] mxn  ผลบวกของเมตริกซ A และ B จะเขียนแทนดวย A + B จะ
เปนเมตริกซที่กําหนดโดย 

 A + B  =  [a i j + b i j ] mxn 
นั่นคือ สมาชิกในแถวที่ i และหลักท่ี j ของเมตริกซ A +  B  เทากับผลบวกของสมาชิกในแถวที่ 

i และ หลักที่  j ของเมตริกซ A และ B 
จากนิยามจะสังเกตเห็นวาเมตริกซสองเมตริกซจะบวกกันได  เมื่อเมตริกซทั้งสองนั้นมีมิติเทา

กัน 
ตัวอยาง 
 (1) กําหนดให A =   1 2 -4        และ  B =        7 0 3 
    3 2 0   6 5 8  

 
A + B  =      1     2     -4        +       7     0     3       =       (1+7)     (2+0)     (-1+3)   

         3     2     0             6     5     8        =       (3+6)     (2+5)     (0+8) 
 
           =        8 2 -1  
  9 7 8 
 
 
(2) กําหนดให      C =  2 1     และ  D = 3 1 4 
   3 1    1 0 6 

 
จะเห็นวาจะหาผลบวกของเมตริกซ C และ D ไมได  เพราะเมตริกซ C มี มิติเทากับ 2x2 แตเมตริกซ D มี
มิติเทากับ 2x3 
 
ทฤษฎี 1   กฎการสลับที่สําหรับการบวก 
  ถา A และ B เปน mxn เมตริกซ จะไดวา A + B = B + A 
 พิสูจน 
 ให  A  =  [a i j ] mxn และ B = [b i j ] mxn 

A + B =  [a i j ] mxn   +  [b i j ] mxn 
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 =  [a i j   +  b i j ] mxn นิยาม  
 =  [b i j   +  a i j ] mxn คุณสมบัติการสลับที่ของจํานวนจริง 
 =  [b i j ] mxn   +  [a i j ] mxn นิยาม  
 =  B + A  
 

ทฤษฎี 2  กฎการจัดหมูสําหรับการบวก 
 ถา  A   B   และ  C  เปน mxn  เมตริกซจะไดวา 
       A + (B + C) = (A + B) + C 
พิสูจน   
ให  A   =   [a i j ] mxn  B  =  [b i j ] mxn  
และ  C   = [c i j ] mxn 

A + (B + C)  = [a i j ] mxn +( [b i j ] mxn   + [c i j ] mxn) 
  = [a i j ] mxn + [b i j   +  c i j ] mxn      นิยาม  
  = [a i j   +  (b i j + c i j)] mxn   นิยาม   
  = [(a i j + b i j)+  c i j ] mxn         กฎการจัดหมู 
  = [a i j   +  b i j] mxn +[c i j] mxn   นิยาม   
  = (A + B) + C 

 
หมายเหตุ ถาให A เปนเมตริกซใดๆ  และ θ เปนเมตริกซศูนยที่มีมิติเทากับเมตริกซ A จะไดวา  
  A   +   θ   =   A   =   θ   +   A 
 ซึ่งจะเรียก θ วาเปนเอกลักษณสําหรับการบวก (additive identity) 
  
นิยาม  ให  A = [a i j ] mxn และ c เปนจํานวนจริงใดๆ ผลคูณของจํานวนจริง c และ เมตริกซ  A เขียน

แทนดวย cA คือ เมตริกซซึ่งกําหนดดังนี้ 
   cA  =  [ca i j ] mxn 

 และผลคูณของเมตริกซ A และจํานวนจริง c เขียนแทนดวย Ac คือเมตริกซซ่ึงกําหนดดังนี้ 
   Ac  =  [a i jc] mxn 

   
จะเรียก (-1)A วาเปนเมตริกซผกผันสําหรับการบวกของ A (additive inverse) ซึ่งโดยทั่วไปจะเขียน 
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แทน (-1)A ดวย -A 
 นั่นคือ ถา A = [a i j ] mxn   จะได  -A = [-a i j ] mxn    
 
การคูณเมตริกซ 
นิยาม  ให A = [a i j ] m x k และ B = [b i j ] k x n ผลคูณของเมตริกซ A และ B  คือเมตริกซ C = [c i j ] mxn  ซ่ึง

กําหนดดังนี้ c i j  =   a i l b l j  +   a i 2 b 2 j +  …  +  a i k b k j     เมื่อ   i =  1 , 2 , … , m  และ 
             j  =   1 , 2 , … , n 

 
จะสังเกตพบวาเมตริกซ A และ B  จะคูณกันไดเมื่อจํานวนหลักของ เมตริกซ A  เทากับ 

จํานวนแถวของเมตริกซ B  
 
หมายเหตุ    AB ≠ BA 
 
ทฤษฎี   กฎการจัดหมวดหมูสําหรับการคูณ 

ถาเปน  A  เปน  m x n   เมตริกซ  B  เปน  n x p  เมตริกซ  และ  C  เปน  p x q  เมตริกซ   จะได
วา  (AB)C = A(BC) 
 
ทฤษฎี  กฎการกระจาย 
 (1) ถา  A  เปน  m x n   เมตริกซ  B และ C  เปน  n x p  เมตริกซ จะไดวา  
  A(B+C)   =   AB + AC 
 (2) ถา  A และ B เปน  m x n   เมตริกซ  และ C  เปน  n x p  เมตริกซ จะไดวา 
  (A+B)C   =    AC + BC 
 
ทฤษฎี   ถา  A  เปน  m x n   เมตริกซ ,  B  เปน  n x p  เมตริกซ  และ c เปนจํานวนจริงใดๆ จะไดวา 
  c(AB)  =  (cA)B  =  (Ac)B  =  A(cB) 
 



 9

Algorithm Matrix Multiplication 
Procedure Matrix Multiplication (A, B: Matrices) 
Begin 
 for i = 1 to m 
     Begin 

  for j = 1 to n 
    Begin 
  cij = 0 

   For q = 1 to k 
     cij = cij + aiq bqj 
         End 
     End 
End {C =[ cij ] is the product of A and B} 
 
เมตริกซชนิดตางๆ 
นิยาม ถา A เปนเมตริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกอ่ืน ที่ไมใชสมาชิกบนแนวทแยงหลักเปน 0 หมดทุกตัว จะ
เรียกเมตริกซ A วา เมตริกซทแยง (diagonal matrix) นั่นคือ ถา A = [a i j ] mxp  เปนเมตริกซทแยง จะได
วา a i j  =  0  เม่ือ i ≠ j  สําหรับทุกคา  i  =  1 , 2 , … , n  และ  j  =  1 , 2 , … , n   เชน 
 
  2     0     0     0   2     0     0  1     0     0  
A   =  0     0     0     0          B = 0     2     0 I3 = 0     1     0 
  0     0    -1     0                   0     0     2     0     0     1 
  0     0     0     4 
  เปนเมตริกซทแยง แต 
  0     0    0      

 C =   0     0     0 ไมเปนเมตริกซทแยง      
  1     0     0      
 
นิยาม ถาเมตริกซทแยงมีสมาชิกบนแนวทแยงหลักทุกตัวเทากัน จะเรียกเมตริกซนั้นวา   
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สเกลารเมตริกซ (scalar matrix) จากตัวอยางขางตน B และ I3  เปนสเกลารเมตริกซ  แต A ไม 
ใชสเกลารเมตริกซ 
 
นิยาม ถา A เปนเมตริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกใตแนวทแยงหลักเปน 0 ทุกตัวจะเรียกเมตริกซ A วา 
เมตริกซเชิงสามเหลี่ยมดานบน (upper triangular matrix)  และถาสมาชิกเหนือแนวทแยงหลักของ 
เมตริกซ A เปน 0 ทุกตัว จะเรียกเมตริกซ A วา เปนเมตริกซเชิงสามเหลี่ยมดานลาง (lower  
triangular matrix)  
 นั่นคือ A = [a i j ] nxn   เปนเมตริกซเชิงสามเหลี่ยมดานบนเมื่อ a i j  =  0  ถา  i  > j  สําหรับ 

    ทุกๆ  i  = 1 , 2 , … , n และ j =  1 , 2  , … , n และ a i j  เปนเมตริกซเชิงสามเหลี่ยมดานลาง เมื่อ a i j  = 
0 
ถา  i  <  j  , สําหรับทุกๆ i  = 1 , 2 , … , n และ j =  1 , 2  , … , n  เชน 
 
   6     3      4       0     2     1 
     A =   0      1     6  และ B =     0     0     0  เปนเมตริกซเชิงสามเหลี่ยมดานบน 
   0      0     2         0      0    0 
 
   6      0       0        0     0     0  
      C =    3      9       0      และ D =     0     0     0  เปนเมตริกซเชิงสามเหลี่ยมดานลาง 
   2      2       5                          0     2     0  
 
นิยาม ถา A เปนเมตริกซจุตรัสซึ่งมีคุณสมบัติวา At = A จะเรียก A วา เมตริกซสมมาตร  
(symmetric matrix) 
 
นิยาม  ให A = [a i j ] m x k และ B = [b i j ] k x n เปน Zer0-One เมตริกซ Boolean product ของเมตริกซ A 

และ B  คือเมตริกซ C = [c i j ] mxn  ซึ่งกําหนดดังนี้  
c i j  =   (a i l ∧b l j )  ∨  (a i 2∧ b 2 j )∨  …  ∨  (a i k ∧b k j )    เมื่อ   i =  1 , 2 , … , m  และ 
    j  =   1 , 2 , … , n   

Boolean product ของเมตริกซ A และ B เขียนแทนดวย A ΘB 
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Algorithm The Boolean Product 
Procedure Boolean Product (A, B: zero-one matrices) 
Begin 
 for i = 1 to m 
     Begin 

  for j = 1 to n 
    Begin 
  cij = 0 

   For q = 1 to k 
     cij = cij ∨  (aiq  ∧bqj) 
         End 
     End 
End {C =[ cij ] is the boolean product of A and B} 
 
นิยาม ให A เปน zero-one เมตริกซที่มีขนาด n x n และ r เปนจํานวนเต็มบวกเขียนสัญลักษณ 
 A [r] แทน boolean product ของ A จํานวน r ครั้ง นั่นคือ 
 A [r] = A Θ A Θ A Θ…  Θ A  
                                       r  คร้ัง 
น่ันคือ 
A [2] = A Θ A 
A [3] = A [2] Θ A = A Θ AΘ A 
A [4] = A [3] Θ A = A Θ AΘ AΘ A 
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Recursive Definition 
                                      
 บทนํา 
  ในบางครั้งเปนการยากที่จะกําหนดหรือใหความหมายของสิ่งตางๆ (objects) อยางชัดเจน 
อยางไรก็ตามเราอาจใหความหมายของวัตถุหรือส่ิงตาง  ๆในรูปของตัวมันเอง  การกําหนดความหมาย
ในรูปแบบที่กลาวไวแลวน้ีเรียกวา recursion เราสามารถใช  recursion ในการกําหนด
ความหมายของลําดับ (sequence) ฟงชัน (function) และเซต (set) ตัวอยางเชน ลําดับของ
สองยกกําลังซ่ึงเขียนแทนดวย an = 2n สําหรับ n = 0, 1, 2, ... สามารถเขียนใหม โดยกําหนดให
พจนแรกเปน a0 = 1  และกําหนดพจนตอไปในรูปของพจนที่มากอนมันดังนี้ a n + 1 = 2an สําหรับ 
n = 0, 1, 2, ... 
 
Recursive Defined Function 
 กําหนดฟงกชันที่มีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  และมีคุณสมบัติดังนี้ 
 1. กําหนดคาของฟงกชันที่ 0 
 2. ระบุกฏเกณฑในการหาคาของฟงกช่ัน ณ คาที่เปนจํานวนเต็มใดๆ ในรูปของฟงกชันของจํานวนเต็ม
ท่ีเล็กกวา 
เราเรียกฟงกชันท่ีมีคุณสมบัติดังกลาววาฟงกชันเรียกตัวเอง (recursive หรือ inductive 
definition) 
 
ตัวอยางที่ 1 กําหนดฟงกชัน f แบบเรียกตัวเองดังนี้ 

 f(0) = 3 
 f(n + 1) = 2f(n) + 3 

จงหา f(1), f(2), f(3) และ f(4) 
วิธีทํา 

 f(1) = 2f(0) + 3 =2.3 + 3 = 9 
  f(2) = 2f(1) + 3 =2.9 + 3 = 21 
  f(3) = 2f(2) + 3 =2.21 + 3 = 45 
  f(4) = 2f(3) + 3 =2.45 + 3 = 93 
 
ตัวอยางที่ 2 จงกําหนดนิยามของฟงกชัน factorial F(n) = n! 
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แบบเรียกตัวเอง 
วิธีทํา  

กําหนดคาของฟงกชัน F ท่ี 0 
 จะไดวา F(0) = 0! = 1 
 และจากนิยาม (n +1)! = (n + 1)n! 
 ดังนั้น F(n + 1) = (n +1)F(n) 

 
ตัวอยางที่ 3 จงกําหนดนิยามของฟงกชัน an แบบเรียกตัวเอง 
วิธีทํา กําหนดคาของฟงกชัน an ที่ 0 
 จะไดวา a0 = 1 
 และจาก a n + 1 = a.an สําหรับ n = 0, 1, 2, 3, ... 
 
ตัวอยางที่ 4 Fibonacci number f0 , f1 , f2 ,... กําหนดความหมายดังนี้ 
  f0 = 1, f1 = 1 และ fn = f n - 1 + f n - 2 สําหรับ n = 2, 3, 4, 5, ... จงหาคาของ 
Fibonacci number f2 , f3 , f4 , f5 , f6 
วิธีทํา 
  f2 = f1 + f0 = 1 + 0 = 1 

 f3 = f2 + f1 = 1 + 1 = 2 
 f4 = f3 + f2 = 2 + 1 = 3 
 f5 = f4 + f3 = 3 + 2 = 5 
 f6 = f5 + f4 = 5 + 3 = 8 

 
Recursive Algorithm 
DEFINITION  An algorithm is called recursive if it solves a 
problem 
by reducing it to an instance of the same problem with 
smaller input. 
 
ALGORITHM 1 A Recursive Algorithm for Computer an. 
 Procedure power ( a: nonzero real number, n: nonnegative 
integer) 
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 If n = 0 then power ( a , n ) := 1 
 Else power ( a , n ) := a * power( a , n - 1 ) 
 
 
ALGORITHM 2  A Recursive Algorithm for Computer gcd ( a , 
b).  
 Procedure power gcd ( a , b: nonnegative integer with a < b 
) 
 If a = 0 then gcd ( 0 , b ) := 1 
 Else gcd ( a , b ) := gcd ( b mod a , a ) 
 
 
ALGORITHM 3 A Recursive Sequential Search Algorithm 
 Procedure search ( i , j , x ) 
 Begin 

 If ai = x then 
      Location := i 
 else if i = j then 
      Location := 0 
 else 
      search ( i + 1 , j , x ) 

 End 
 
ALGORITHM 4 A Recursive Binary Search Algorithm. 
 Procedure binary search ( x , i , j ) 
 Begin 

 M : = ( i + j )/2 
 If xi = am then 

 Location := m 
 else if ( x < am and i < m ) then 

 binary search ( x , i , m = 1 ) 
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 else if ( x > am and j > m ) then 
  binary search ( x , m + 1, j ) 
  else 
   Location := 0 
  End 
 
RECURSION AND ITERATION 
ALGORITHM 5 A Recursive Procedure for Factorials. 
 Procedure Factorials ( n : positive integer ) 
 Begin 

 If n = 1 then 
   Factorials ( n ) := 1 
  else 
  Factorials ( n ) := n* Factorials ( n - 1 ) 
  End 
 
ALGORITHM 5 An Iterative Procedure for Factorials. 
 Procedure Iterative Factorials ( n : positive integer ) 
 Begin  

x := 1 
  for i := 1 to n 

 x := i * x 
   End   { x is n!} 
 
ALGORITHM 7 A Recursive Algorithm for Fibonacci 
Numbers. 
 Procedure Fibonacci ( n : nonnegative integer ) 
 Begin 

 If n = 0 then Fibonacci (0) := 0 
 Else if n = 1 then Fibonacci (1) := 1 
 Else Fibonacci (n) := Fibonacci (n - 1) + Fibonacci (n - 2) 
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End 
 
ALGORITHM 8 An Iterative Algorithm for Computer 
Fibonacci Numbers. 
 Procedure Iterative Fibonacci ( n : nonnegative integer ) 
Begin 
  If n = 0 then y := 0 
  Else 
        Begin 

 x := 0 
 y := 1 
 for i := 1 to n - 1 
    Begin 

 z := x + y 
    x := y 

 y := z 
        End 
                     End 
End {y is the n th Fibonacci Numbers} 
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หลักการชองนกพิราบ 
 
 นักคณิตศาสตรชาวเยอรมันนี ช่ือ ดีริคเลต (Dirichlet) เปนผูคิดคนขึ้นหลักการนี้ไดกลาว
ไวดังนี้ 
 
ถา f : A → B และ |A| > |B| แลวจะมี x, y ∈ A ซึ่ง x ≠ y แต f(x) = f(y) 
 
เทียบเคียงไดวา มีชองใสจดหมาย n ชอง และมีจดหมาย m ฉบับ  ถา m > n แลวจะมีชองใสจด
หมาย อยางนอย 1 ชอง ที่มีจดหมายมากกวา 1 ฉบับ 
หลักการนี้อาจกลาวในรูปแบบอื่น ๆ ไดอีก เชน 

• คน 367 คน จะมีอยางนอย 2 คน ที่มีวัน (และเดือน) เกิดเดียวกัน เนื่องจากมีวัน (และ
เดือน)   เกิดตางกันอยู 366 วัน 

• สมมติมีคนในกรุงเทพฯ ทั้งหมด 7 ลานคน ถาไมมีคนใดมีจํานวนเสนผมเกินกวา 5 แสน
เสน แลวตองมีอยางนอย 2 คน ท่ีมีจํานวนเสนผมเทากัน 

 
หลักการชองนกพิราบนี้ถึงแมวาฟงดูไมฉลาดนัก  แตก็มีประโยชนมากในการแกปญหาบางประเภท
โดยเฉพาะปญหาในทฤษฎีจํานวน (Theory of number) ซึ่งจะแสดงตัวอยางดังตอไปนี้ 
 
ตัวอยาง จงแสดงวา ถากําหนดจํานวนเต็มให 3 จํานวน ตองมีอยางนอย 2 จํานวน ท่ีมีผลตางเปนเลขคู 
วิธีทํา  จํานวนเต็มที่กําหนด 3 จํานวน จํานวนเต็มแบงไดเปน 2 ภาวะ (parity) คือ คูกับคี่ ดังนั้น
โดยหลักการชองนกพิราบเลขที่กําหนดใหอยางนอย 2 จํานวนมีภาวะเดียวกันและเนื่องจากผลตางของ 
2 จํานวนที่มีภาวะเดียวกันยอมเปนเลขคู ดังนี้ 
ผลตางของเลขคู 2 จํานวน คือ 2k - 2m = 2(k - m) = 2t 
ผลตางของเลขคี่ 2 จํานวน คือ (2k - 1) - (2m - 1) = 2(k - m) = 2t 
k, m, t ∈ Z จึงไดวาขอความที่ตองการพิสูจนเปนจริง 
 
ตัวอยาง ให S = {1,2,…,2n},n ∈ N และ S’  ⊆ S ซึ่ง | S’ | = n + 1 
จะตองมีจํานวนเต็มใน S’ อยางนอย 2 จํานวน ที่จํานวนหนึ่งหารอีกจํานวนลงตัว 
เขียนจํานวนเต็มใน S’ทั้งหมด n + 1 จํานวน เปนผลคูณของ 2k กับเลขคี่  เชน  
1 = 20.1 , 2 = 21.1 , 3 = 20.3 , 4 = 22.1 , 5 = 20.5  เปนตน 
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เลขคี่ท่ีไดมีทั้งหมด n + 1 ตัว แตละตัวมีคาระหวาง 1 ถึง 2n แตเลขคี่ท่ีมีคาตั้งแต 1 ถึง 2n มี
เพียง n ตัว  โดยหลักการชองนกพิราบ จึงไดวามีเลขคี่ที่เปนผลคูณของ 2k อยางนอย 2 ตัวเทากัน 
หรือมีจํานวนเต็มใน S’  อยางนอย 2 จํานวน ท่ีมีตัวประกอบรวม 
สมมติวา x = 2i.m    และ y = 2j.m   
ถา  i ≤ j แสดงวา x หาร y ลงตัว 
ถา  j < i  แสดงวา y หาร x ลงตัว 
 
ตัวอยาง  เลือกนิสิตคณะวิทยาศาสตรมา 10 คน จะมีอยางนอย 2 คน มีเพ่ือนอยูในกลุมนี้ในจํานวน
เทากัน 
วิธีทํา  นิสิตแตละคนที่เลือกมาจะมีเพื่อนอยูในกลุมเดียวกันนี้ ตั้งแต  0 ถึง 9 คน แต 0 กับ 9 จะเกิด
ดวย 
กันไมได 
ดังนั้น จํานวนเพื่อนที่เปนไปได คือ 1 ถงึ 8 กับ 0 หรือ 9 ตัวใดตัวหนึ่ง (มีท้ังหมด 9 จํานวน) โดย
หลักการชองนกพิราบ นิสิตอยางนอย 2 คน มีจํานวนเพื่อนท่ีอยูในกลุมนี้เทากัน 
 
ตัวอยาง ถาจัดใหแขกที่ไดรับเชิญในงานเลี้ยง นั่งโตะเดียว 6 คน จะมี 3 คน ที่ตางรูจักซึ่งกันและกัน 
หรือ มิฉะนั้น มี 3 คนที่ไมรูจักกันเลย 
สมมติวา เซตของคนทั้ง 6 คือ {ก,ข,ค,ง,จ,ฉ} 
เซตของผูรวมโตะกับ ก คือ {ข,ค,ง,จ,ฉ} ซึ่งเราสามารถสรางผลแบงกั้นเซตดังกลาวโดยใชความ
สัมพันธ  “รูจักกับ ก” จะไดผลแบงกั้นที่มี 2 สับเซตที่ตางสมาชิกกัน เชน {{ข,ง,จ},{ค,ฉ}} โดย ข,
ง,จ ตางรูจักกับ ก แต ค และ ฉ ไมรูจักกับ ก โดยหลักการชองนกพิราบ จะมีอยางนอย 2 คน อยูในสับ
เซตเดียวกัน และสรุปตอไดวามีอยางนอย 3 คน อยูในสับเซตเดียวกัน       ดังตัวอยางขางบน ข,ง,จ 
ตางรูจักกับ ก       ถา ข กับ ง รูจักกันก็เกิดกลุม 3 คนที่ตางรูจักกัน แตถา ข,ง,จ ไมรูจักกันเลยก็เกิด
กลุม 3 คนที่ตางเปนคนแปลกหนาซ่ึงกันและกัน 
 
 


